2.5.0 FUNCIONES CUADRATICAS

La curva que describe una pelota de basquetbol, los chorros de agua de una
fuente, son parabolas. Las secciones de los faros de los coches, de las antenas que
captan las emisiones de TV procedentes de satélites artificiales y muchos otros
objetos presentes en la vida cotidiana, son parabolicos.

También muchas funciones se representan mediante parabolas: el area de un
cuadrado en funcion del lado, la altura a la que se encuentra una piedra que
lanzamos hacia arriba en funcién del tiempo transcurrido o la que cae libremente
desde una cierta altura.

A continuacion vamos a analizar las relaciones entre las funciones cuadraticas
y las parabolas.

SITUACION PROBLEMATICA 1

‘ A ( dm? ) Se desea fabricar cajas, con laminas cuadradas de hojalata; que miden de 1dm
49 T a 7 dm de lado. El area de cada lamina en funcion del lado es:
- Al)=17
E A partir de la tabla de valores, se grafica
L
L A
- (dm) | (dm?)
BE / 1 1
; | 2 | 4 Df =[17]
‘ E 3 9
16 ¢ | pan If =149]
o s s
sb 0 x(dm) 7 [ 49
1771 a L
12 3456 7 8 La formula de la funcion cuadratica que se utilizé para construir el modelo de
la situacion es:
f(x)za)f con acR, a#0
donde Df =R
La representacion grafica es una parabola.
2
2'5'1 GRAFICO DE LAS FUNCIONES ) = ax
&
Si a» 0, la funcién 18y ¥
tiene un minimo en el origen. 16 y= x2 3
Si a <0, la funcién B 5
tiene un maximo en el origen. & y*'l /2 x
124
Si ‘a‘> 1 el grafico 104 y:xz
se obtiene contrayendo a]
verticalmente el de y = x* .
y=-x
Si ‘a‘( 1 el grafico 4 _ 5
se obtiene dilatando vertical- 24 Y =1/2x
mente el de y = x°. s > : f : z g




Como se observa en las graficas, la funcion toma el mismo valor para valores
opuestos de x, su grafico es simétrico respecto del eje y.

El eje y es el eje de simetria de la parabola; su ecuacion es x = 0.

El tnico punto que pertenece al eje de simetria y la parabola es el vértice. En
estos casos es el punto V(0,0).

SITUACION PROBLEMATICA 2

'41' En una piscina hay un trampolin a 8 metros del agua. Lanzamos una pelota
rodando y cae al agua a 12 metros del trampolin. Calculd la ecuacion de la
trayectoria que describe la pelota desde que sale del trampolin hasta que toca el
agua.

- - SOLUCION:

La trayectoria la podemos identificar inicialmente con la ecuacién: y = ax’,

con a ¢ 0 que se traslada verticalmente sobre el eje y en sentido positivo, luego
podemos expresarla:

y= ax’ +¢ donde c indica la traslacion en el eje y.

[T 1) [TPR L)

Con los datos del problema calculamos “a” y “c”. La pelota sale del punto (0,8)
y llega al (12,0), sustituyendo obtenemos:

0,8) = 8=a.0’+c=> c=8
(12,0) = O=al2’ +8
-8=ald4 = a:_—8=—0,05
144

Luego, la ecuacion de la trayectoria es:
y=-005x"+8

2
2.5.2 GRAFICO DE LAS FUNCIONES Yy =ax  +c¢

&

Todas las parabolas
tienen como eje de simetria al
eje y, de ecuacion x=0.

El vértice se
desplaza sobre el eje y segun 3 3 3 i 7 3 3
los diferentes valores de c: X
V(0,¢).

-x2+1




0?

{, Qué particularidad tiene este
rectangulo?

{, Qué podés inferir de esta
situacion?

SITUACION PROBLEMATICA 3

Se desea calcular las dimensiones del cantero rectangular de mayor drea que puede
cercarse con 200 metros de alambre.

SOLUCION:

e Dibujamos un diagrama.

e Asignamos nombres a los lados del rectangulo.

e Relacionamos los valores teniendo en cuenta el dato: 200 m de
alambre para cercarlo, entonces:

200=2x+2y 1)
e Planteamos la incognita: drea mayor:
A=xy 2)
e De la ecuacion ( 1), despejamos el valor de “y”:
_200-2x
2
e  Sustituimos el valor en ( 2 ) y obtenemos:
200—-2x 2
A=x.T = A=100x—-x 3)

Realizamos una tabla de valores y graficamos:
f((50)

2500

X A

0 0 20004
20| 1600 o
40 | 2400
50 2500 -
60 | 2400
80 | 1600 5004
10010

o a0 40 50 &0 &0 100
Con la informacién de la tabla y la gratica observamos que:
e El maximo de la funcion se obtiene si x=50.

Luego las dimensiones del terreno se calculan reemplazando x = 50 en ( 1),
de donde y = 50. Por lo tanto los lados del terreno miden:

x=50 ; y=50.

La expresion que permite construir un modelo con esta situacion es de la
forma:

y=alx=x) + f(x))
En nuestro caso: @ = -1 ; xp= 50, f(xg) = 2500

y=—(x-50) + 2500
Efectuando las operaciones obtenemos:
y= —(x2 —100x+ 2500)+ 2500

y =—x? +100x — 2500 + 2500

y=—x? +100x

que coincide con la férmula ( 3 ) que encontramos para expresar el area.



153 GrAFICAS DE LAS FUNCIONES: y=alx - x, ) + f(x,)

y y
Yo =f(%o) ]
| X
X0
Yo =f(Xo) ]
X
i
Xo
a>0 a<y0
y
. Xo
Y
Yo=f(X)) 1
. ? Xo X
¢ 0 \'/
= f(x ]
(Existen otras posi- Yo=lx)
bles graficas?. ;Cuales?.
a>0 a<y0

&

® Todas las parabolas tienen como eje de simetria a la recta: x = xq

e Elvértice es le punto V (' xy, f{xg) 0 V(xy, yo)

e Lainterseccion con el gje y se obtiene calculando /(0 )

e La interseccion con el eje x, que corresponde a los ceros de la funcion, se obtiene

calculando la solucién de la ecuacion: 0 = a(x — x, )2 +f (xo)

"¥” ALGUNOS EJEMPLOS y ["
1- y=(x+2f+3
y=(x+2)%+3 6
e Vértice -V (-2,3)
e Eje de simetria —» x =-2 L4
e Interseccion eje y: f{ 0)=7
¢ Interseccion eje x: L5
_ 2 X
0=(r+2)+3 3 3 3 2 1 LA
-3= (x + 2)2

No tiene solucion en R; luego no existe interseccion con el eje x.



3000

2000+

10004

1(X)=75 x

/'-/
.//J
-y
L~ C(X)=x%+25 x +96

2- y=(x+1y-5 K

o Vértice > V(-1,-5) y=(x+1)%-5 4
e Eje de simetria —» x =-/ 2 /
X

o Interseccion eje y. f( 0 )= -4
e Interseccion eje x:

0=(x+1f -5
5:(x+1)2 :>x/§=|x+]|
entonces.'\E=x+1 0 —«/E:x+1
x; =145
=
X, =—]—\/§

3.- y =—2(x—1)2 -4

o Vértice »V(1,-4)

e Eje de simetria —» x =/

o Interseccion eje y: f{0)=-6
¢ Interseccion eje X:

0=-2x—1f -4
4=-2x-1)
—g = (x—])2 = -2= (x—])z no tiene solucion en R

Luego no existe interseccion con el eje x.

il FUNCION CUADRATICA DE LA FORMA: f(x)=ax’ +bx+c

U(X) = - x2+50 x -96

40

B

SITUACION PROBLEMATICA

Un decorador disefia y vende accesorios de pared y puede vender a un precio
de $75 c/u de los accesorios que produce. Si se fabrican x accesorios diarios, el

costo total diario de produccion es C (x) =x? + 25x+ 96 . ;Cuantos accesorios debe
producir por dia a fin de obtener las maximas utilidades?

SOLUCION:

e Las utilidades estan dadas por las diferencias entre ingresos y costos.

13 2

e Como vende a $75 cada accesorio, si “x ” es la cantidad de accesorios, el
ingreso esta dado por: [ (x) =75x

e FEl costo diario segtin los datos se calculan por: C(x) =x7 +25x+96

e Luego las utilidades se determinan por: U(x)= I(x)— C(x), y reemplazando:
U(x)z 75x —x” —25x - 96
y operando se obtiene:



529

400+

2004

U(x)=—x’ +50x - 96

U(x) = - x2+50 x -96

e Para calcular el numero de accesorios que determinan las maximas
utilidades tenemos que hallar el vértice de la pardbola, la abscisa
X correspondiente dara el nimero pedido.

’
//400 .
¥

20 a0

40 0 B0 .
e Un camino para hallar el vértice es completar cuadrados, para llevar la
funcion a la forma: y = a(x - x, )2 + f(xy).

o Procedemos del siguiente modo:

i
U (x) = —(xz -5 Ox)— 96 — Factor comn (-/ ) entre los términos en x.
U (x) = —[(x -25 )Z —625 ]— 96 — Completamos el cuadrado dentro del paréntesis.
. 2 Aok
C’) U(x) = —(x = 25) +625—-96 — Multiplicamos por (-1 ).
. B Entonces el vértice estd en V( 25,529), luego el
¢Qué mformac“’r{ da‘; los U (x) = —(x - 25 )2 +529 — numero de accesorios que debe vender para lograr
punios de corte cn el cje x?. el maximo beneficio es: 25.
(Por que crees que la
rafica debajo del eje x esta ., L. . . ., . ,
ﬁibujada Conjotm Colér? La funcién cuadratica que modeliza la situacion anterior estd dada por la
formula:

y=2x2+4x-6

f(x)zax2+bx+c, cona, bce R; a=0

y se la denomina funcion cuadratica completa.

Para graficar es conveniente conocer previamente el vértice, el eje de simetria
y las intersecciones con los ejes coordenados.

& ALGUNOS EJEMPLOS

1. y=2x"+4x-6

SOLUCION:
e Calculamos el vértice
y y= 2(x2 A 2x)— 6 —  Factor comtn entre los términos en x.
B > Completamos el cuadrado dentro del
V= 2[(x +1) = 1]_ 6 ™ paréntesis.
X T, o
_ P Multiplicamos por dos los términos dentro del
S y=20x+1) -2-6 " corchete.

y=2x+1) -8 . Entonces el vértice estd V' (~1,-8).

e FEje de simetria: x = -/
o Intersecciones en los ejes:
Ejey =>x=0= y=-6 = f(0)=-6

Ejex = y=0= 0=2(x+1)-8



8=2(x+1)

&2 4= (x+1)
e La abscisa del vértice =W
equidista de los puntos de x, =—3
interseccion con el eje x. ﬁ = |x + ]| = +2=x+1=1{"
e Se puede calcular: X, = 1
X, +x
xV — 1 2 2
2. y=x+6x+11
SOLUCION:
e Calculamos el vértice
/ y= (x + 3)2 -9+11 — Completamos el cuadrado .
y 1
? y=(x+3y+2 s V(=32)
10
y=x2+6 x + 11
el
s e Eje de simetria: x = -3
a e Intersecciones con los ejes
r2
X
T T3 Ejey =>x=0= y=11 = f(0)=11
Ejex = y=0= 0=(x+3)+2
-2= (x +3 )2 = no hay solucién en R, ;Por qué?. Por lo tanto no hay
interseccion con el eje x.
3. y=—x’+8x-16
51 SOLUCION:
| X
3 A g .
U e Calculamos el vértice
-5 5
y= —(x -8x+16 ) — Sacamos factor comun .
-10
y=-xt+8x-16 y= —[(x - 4)2] — Completamos el cuadrado.
4157
=—(x-4) " V(40)
£ b% X o0 )

e Eje de simetria: x = 4
o Intersecciones en los ejes:
Ejey =>x=0= y=-16 = f(0)=-16

Eiex = y=0= 0=-(x—4) = x=4= (40

Entonces el punto de corte con el eje x coincide con el vértice.
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La grafica de la funcion cuadratica y = ax’ + bx + ¢ puede tener distintas posiciones respecto del eje x, las cuales se
muestran en las figuras siguientes. Sea para el caso a > 0.

2504

2004
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50+
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a0+ *

2'5'5 CEROS DE LA FUNCION CUADRATICA

Calcular, si existen, los valores x; y x; significa resolver la ecuacion algebraica

0=ax +bx+c
cuya solucion se puede obtener como se procedid en los ejemplos anteriores
completando el cuadrado y calculando: x; y X; o utilizando la formula:

—b++b? —4ac
2a
Asi, en el ejemplo 1. si: y= 2x? +4x—6,entonces a = 2; b =4; ¢ = -6;
reemplazando los valores en la formula se obtiene:

~4£\J16-42(-6) -4+64 -4+8 _{xl =1

X = =
2 2.2 4 4 X, =-3

X712 =

En el ejemplo 2. y:x2+6x+]1, entonces a = I; b = 6;, ¢ = 11,
reemplazando los valores en la formula se obtiene:

—60x~N36-4.1.11 :—6i\/36—44 —-6£+-8 _
2

2.1 2

X2 =

No tiene solucion en los R, luego como ya se observo no hay interseccion con
el eje x.

En el ejemplo 3. y:—x2 +8x—-16 ,entonces a = -1; b = 8 ¢ = -16,
reemplazando los valores en la formula se obtiene:

~8+J64-4(-N(16) -8+0 _y

12 = 2(-1) -2

luego x; =x, =4 .". existe un Gnico punto de interseccion.
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256 FACTORIZACION DE LA FUNCION CUADRATICA

&0

[

A modo de sintesis:

Toda funcién cuadrética se
representa graficamente por una
parabola y toda parébola, con eje
paralelo al eje y, es la grafica de
una funcién cuadratica.

a0

90

Si conocemos el valor del coeficiente del término de segundo orden “a”y los
valores correspondientes a los puntos de interseccion con el eje x: x; y x; la funcion
se puede expresar:

y= a(x—x,).(x—xz)
A partir de esta formula se calcula facilmente el vértice de la parabola,
V(xy,,yy ), donde:

XV:x]JFTxZ ; yV:f(xl)

SITUACION PROBLEMATICA

El rendimiento en (%) de un generador de placas solares en funciéon de la
temperatura esta dado por una funcion cuadratica. Se sabe que el maximo (96 %) se
tiene para una temperatura de 50 °C'y que es nulo para 10°C'y 90 °C.

('a) Dibuja una grafica que represente esta situacion

(b)) Escribe la ecuacion que la representa.

SOLUCION:

(b)) Podemos expresar esta situacion con la siguiente formula
y=alx—10\x-90)  (*)

El maximo corresponde al punto (50, 96). Sustituyendo en ( * ) calculamos el

valor de “a”.
96 = a(50-10)50 - 90)
-96
96 = a.(40)- 40 =— =006
ald0f-40) =a=7

« « la ecuacion que representa la situacion es:

v =(~006)(x - 10)x - 90)
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